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Введение 
 
В настоящее время имеется множество различных методов 
построения численных решений уравнений Ламе классической статической 
теории упругости. Лучший способ проверки численных расчётов – 
использование точных решений. Построение точных решений уравнений 
теории упругости, обладающих симметриями, возможно с помощью методов 
группового анализа дифференциальных уравнений [1]. 
Применение группового анализа к построению точных решений 
используется уже достаточно давно, но в связи с большой трудоемкостью до 
сих пор не проведено построение всех решений, обладающих симметриями, 
даже для линейных уравнений теории упругости. Огромный шаг в данном 
направлении был сделан Чиркуновым Ю.А. в монографии «Групповой 
анализ линейных и квазилинейных дифференциальных уравнений» [2]. 
Инструмент группового анализа имеет свои условия и ограничения на 
применимость к рассматриваемым задачам, но зачастую позволяет находить 
их частные решения. 
В монографии [2] приводится система уравнений в частных 
производных первого порядка, эквивалентная исходным уравнениям Ламе 
(гл.6 монографии). Там же построены различные подсистемы данных 
уравнений. Исследованию одной из этих подсистем посвящена данная 
работа.  
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О групповом анализе 
 
Опишем кратко терминологию группового анализа, используемую в 
данной работе.  
Определение: Семейство преобразований { }aT  с параметром 
называется локальной непрерывной группой Ли, если существует 
окрестность изменения параметра этого семейства    R  такая, что: 
1. { }aT в   замкнуто, т.е. для  ,a b   и aT , bT : 
{ }b a c aT T T T   (или коротко ( , ),с a b c  ); 
2. 2( , ) ( )a b C     ; 
3. Выполнена локальная упорядоченность: 
,   a ba b T T a b     ; 
4.   преобразование 0 { }aT T : 
0 0a a aT T T T T  ; 
5.   обратный элемент в группе 1 { }a aT T
  : 
1 1
0a a a aT T T T T
    
Определение (Ибрагимов Н.Х. [5]): Касательное векторное поле, 
записываемое в виде дифференциального оператора первого порядка 
( , ) ( , )X x y x y
x y
 
 
 
 
, 
который ведёт себя как скаляр при произвольной замене переменных, 
называется инфинитезимальным (бесконечно малым) оператором группы. 
Определение (Ибрагимов Н.Х. [5]): Функция ( , )F x y называется 
инвариантом группы обратимых преобразований ( , , )x x y a , ( , , )y x y a
(здесь a  - вещественный параметр), если для каждой точки ( , )x y функция F
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постоянна вдоль траектории, описываемой преобразованными точками  
( , )x y : 
( , ) ( , )F x y F x y  
Определение: Многообразие M инвариантно относительно действия 
многопараметрической группы Ли rG  ,если для всякой точки x M и любого 
преобразования rT G  справедливо:Tx M  
Определение: Рассматривается линейное пространство операторов L  
и набор операторов 1 2 3, ,X X X L .Вводится операция коммутации [ , ]   и 
коммутатор  
1 2 1 2 2 1[ , ]X X X X X X   . Операторы 1 2 3, ,X X X L  образуют 
алгебру Ли, если выполнено: 
1. Дистрибутивность умножения коммутаторов относительно сложения: 
1 1 2 2 3 1 1 3 2 2 3[ , ] [ , ] [ , ]C X C X X C X X C X X    ; 
2. некоммутативность коммутатора: 
1 2 2 1[ , ] [ , ]X X X X  ; 
3. первое тождество Якоби: 
1 2 3 2 3 2 3 1 2[[ , ], ] [[ , ], ] [[ , ], ] 0X X X X X X X X X   ; 
4. второе тождество Якоби : 
' ' '
1 2 1 2
( ) ( ),
[ , ] [ , ]
x y X X
X X X X
 

; 
5. 
1 2 1 2[ , ] [ , ]
kk k
X X X X . 
Применение группового анализа заключается в отыскании локальных 
непрерывных групп Ли, не меняющих вид дифференциального многообразия 
(дифференциальных уравнений), построении оптимальной системы 
подалгебр для соответствующей алгебры Ли, и построении смежных классов 
инвариантных и частично инвариантных решений. 
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Глава 1. Постановка задачи 
1.1. Вступление 
 
Кратко опишем результаты исследования задачи для уравнений Ламе 
из монографии Чиркунова Ю. А.[2]. 
Состояние равновесия однородной изотропной упругой среды при 
отсутствии массовых сил описывается системой уравнений Ламе: 
( ) ( ) 0div      u u      (1) 
Здесь 
1 2( , ,..., ) ( 2)nu u u n u есть функция точки 1 2( , ,..., )nx x xx , а 
0, 0   - постоянные коэффициенты Ламе. 
После группового расслоения уравнений (1), получаем автоморфную 
систему: 
(2 ) ( ) ( ),
( ) ( ),T
div



 
   
x x
u x
u u x
                                        (2) 
и разрешающую систему вида: 
( ) ,
, , , 0,
div  
     
0
a b c b c a c a b

  
                      (3) 
где , ,a b c - произвольные (пробные) векторы из nR . Первое уравнение 
системы (3) – условие совместности системы уравнений (2) с системой 
уравнений (1), а второе уравнение той же системы (3) – условие 
совместности системы (2). 
Объединение систем (2) и (3) есть групповое расслоение уравнений 
Ламе (1).  
Из промежуточных формул и леммы о гармонической функции, 
которые  в данной работе не приводятся (см. гл. 6, параграф 2, [2]), следует, 
что общее решение автоморфной системы (2) имеет вид: 
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1 1
2
0 0
1
1
2
0
1
( ) ( ) { [ ( )
4
( ) 4
( ) ]} ( ) 
4( 2 )
n
t t dt t t dt
n
n
t t dt h

  

 

   

 
 

 

u x x x x x
x x

   (4) 
где ,   - коэффициенты Ламе, ( )h x - произвольная гармоническая функция, 
n– размерность пространства. Формула (4) справедлива для случаев 4n  .
 
Формула (4)  является известной формулой Колосова – Мусхелишвили при 
2n  . При 2n   можно считать формулу (4) многомерным аналогом этой 
формулы. Данная формула позволяют из решений ,   разрешающей 
системы (3) получать решения уравнений Ламе. 
Для удобства так же можно переписать разрешающую систему (3), 
когда 3n   в виде: 
( ) 0,
( ) 0,
rot
div
  



                                                       (5) 
Разрешающая система (5) состоит из четырёх неизвестных скалярных 
функций: функции   ,характеризующей объёмную деформацию, и трёх 
компонент вектора 1 2 3( , , )   , характеризующих изменение формы 
упругих элементов. 
В монографии предлагается ввести новые зависимые и независимые 
комплексные переменные: 
                                    3u i   , 2 1v i   , 
1 2 1 2 3
1 1
( ), ( ), ,
2 2
x x ix y x ix t x                                       (6) 
которые позволяют записать систему (5) в простом виде: 
,
,
t x
t y
u v
v u
  
                                                               (7) 
где 
1 2 1 2
,x x x y x xi i           - операторы формального 
дифференцирования. 
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Предполагается, что в системе (7) величины , ,t x y  - независимые 
комплексные переменные. 
Комплексную систему (7) удобно использовать для получения точных 
решений системы (5). 
Также в монографии проведено исследование групповых свойств 
системы (7), построена оптимальная система подгрупп основной 
допускаемой группы Ли, порожденной базисом операторов: 
1 2 3 4
5 6
7 8
2 2
9
2 2
10
2
11
, , , ,
2 , 2 ,
2 , 2 ,
4 4 2 2( 3 ) ,
4 4 2( 3 ) 2 ,
1
( 4 ) (
2
x y t u v
x t v y t u
x t v y t u
x y t u v
x y t u v
x y t
Y Y Y Y u v
Y x t v Y y t u
Y t y u Y t x v
Y t y ty yu tu yv
Y x t tx tv xu xv
Y tx ty t xy tu
         
           
           
          
          
        ) ( ) .u vyv tv xu    
                         
Там же найдены её универсальные инварианты. Использование последних 
позволяет упрощать уравнения (7). 
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1.2. Подмодели 
 
Рассмотрим подалгебру 2 4 5Y Y Y   из оптимальной системы 
подалгебр для основной группы Ли, допускаемой уравнениями (7). Базис 
инвариантов соответствующей 2 4 5Y Y Y   подгруппы Ли  имеет вид: 
1 2 2 3 4 ( 1)e , e , e , ey y y yI t I x I u I v                      (8) 
Для подалгебры 2 4 5Y Y Y   с инвариантами (8) инвариантное 
решение имеет вид: 
( 1)( , )e , ( , )e ,y yu v            (9) 
где 2e , ey yt x    , а переменные , ,x y t  - независимые комплексные 
переменные (6),  -произвольное комплексное число. Функция ( , )    - 
любое решение уравнения: 
2 (2 ) 0,                                    (10) 
а функция ( , )     определяется из вполне интегрируемой системы: 
2 ,  
 
   
 
  
                                           (11) 
Для подалгебры 2 4 7Y Y Y   из оптимальной системы подалгебр для 
основной группы Ли, допускаемой уравнениями (7). Базис инвариантов 
соответствующей 2 4 7Y Y Y   подгруппы Ли  имеет вид: 
1 2 2 3 42 24 , , , ( )
2
t t
y ytuI t xy I y I ue I v e
y
 
                             (12) 
Для подалгебры 2 4 7Y Y Y   с инвариантами (12) инвариантное 
решение имеет вид: 
( , )e ,
[ ( , ) ( , )]e ,
y
y
u
v y
  
     

                                                (13) 
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где 2 3
2
,
3
t y x y ty      , а переменные , ,x y t  - независимые 
комплексные переменные (6). Здесь функция ( , )     - любое решение 
уравнения Трикоми с младшим членом: 
0,                                                       (14) 
а  функция ( , )     определяется из вполне интегрируемой системы 
, 
 
  
 
 
                                                         (15) 
Постановка задачи состоит в следующем: 
1) Найти любое нетривиальное решение, которое удовлетворяет 
уравнению (10) и системе уравнений (11); 
2) Применить формулу (4) для найденного решения уравнения (10) и 
системы (11),  получая решение уравнений Ламе (1). 
3) Применить формулу (4) к известному решению уравнения (14) и 
системы (15), если решение имеет вид: 
                            
2
1( , ) ,
2
C

                                                          (16) 
3 2
1 2( , ) ,
6 2
C C
 
                                           (17) 
 где 
1 2,C const C const   
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1.3. Инвариантные решения 
 
Построим инвариантные решения уравнений (10), (11) для 
однопараметрических подгрупп Ли, допускаемых уравнением (10) с 
операторами: 
1 2X   
  
  
  
  
 
2 2X  
  
  
  
  
 
Вычислим инварианты подгруппы  с операторами 1 2,X X  
1) Найдём инварианты подгруппы с оператором 
1X : 
1 2X   
  
  
  
  
 
Инвариантное относительно подгруппы с оператором 
1X  решение построим 
с помощью инвариантов. Для этого  запишем характеристическую систему 
уравнения 
1 0X I  : 
2
d d d  
  
   
Инварианты находим как решение данной характеристической системы: 
1 2
2
,I I
 
 
   
Представление инвариантного решения имеет вид: 
1( ),I                                                             (18) 
где 1( )I - произвольная гладкая функция своего аргумента 
Подстановка выражения (18) в уравнение (10) даёт уравнение для поиска  
функции  : 
2 2
2 1
( ) 0, , ( )
4
p
p p
p
 

 
         
и применяя обозначение: 
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2
0
2
( )
s
terf s e dt

 
 
Находим отсюда: 
2(1 )
4
2 12
(1 ) 1
( , ) (2 e ( ))
1 2
C erf C
 
        
  

 
  

              (19)
 
 
После подстановки решения (19) в систему уравнений (11), из 
которой (вполне интегрируемой системы) находим функцию  : 
2
2 3 2 3
2 2 2
( 1) 2 5 2
4 2 1
2 1 3
( 1) ( 1) 1 1
( , ) { } ( )
2 4 2 2
( 1) ( 1)
( 1)e
2 2
C C C
erf
C C
C C C
 

          
  

    
   


   
    
 
     
 
2) Найдём инварианты подгруппы с оператором 2X : 
2 2 
  
  
   
  
 
Запишем характеристическую систему уравнения 2 0X I  : 
1 2
d d d  
 
     
Инварианты находим как решение данной характеристической системы: 
1 2
2
ln( ),I I

 

    
Представление инвариантного решения имеет вид: 
2( ) ln( )Ф I    ,где 2( )I - произвольная гладкая функция своего 
аргумента 
Уравнение (10) даёт уравнение для поиска функции:
 
2 2 2
1 6 1
( ) 0, , ( )
4 4
p
p p
p p
 


          
Выполнив замену: 
,Z Z      
Получим уравнение:
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2 2
1 6 1
( )
4 4
p
Z Z
p p

     
применим обозначения: 
2
0
2
( )
s
terf s e dt

  , 
1
( , )
st
n
e
Ei n s dt
t
 
 
 
Решая последнее уравнение методом Бернулли, находим: 
4 2
132
1 1 2
ln( ) e ( ) ( )
2 4 2 2
p Cp erf dp erf C
p pp

   
 
 
     


 
Таким образом: 
2
2
1
1 2
( , ) (1, ) ( ) ln( )
2 4 2
C
Ei erf C
  
   
  
    
 
После подстановки решения   в систему (11), имеем вполне интегрируемую 
систему для поиска функции   ,из которой следует:
2
2 4 2 2
4 3
2 2
2 3
2 2
1 2 2
3
4
2 3
2
( , ) [ ] (1, ) [1 ] ( )
4 4 4 12 32 2
1
( ln( ) ) { [ ] [4 ]
3 2
[8 ]}e
3
C Ei C erf
C C C
C C


      
       
 
  
         
 



       
         
  
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Глава 2. Решение разрешающей системы  
2.1. Первое решение разрешающей системы 
 
Переходя к построению решений уравнений (10) и (11), выпишем 
найденные ранее решения: 
      
2(1 )
4
2 12
(1 ) 1
( , ) (2 ( ))
1 2
C e erf C
 
        
  

 
  
                                                                                                          
 
2
2 3 2 3
2 2 2
( 1) 2 5 2
4 2 1
2 1 3
( 1) ( 1) 1} 1
( , ) { ( )
2 4 2 2
( 1) ( 1)
( 1)e
2 2
C C C
erf
C C
C C C
 

          
  

    
   


   
    
 
     
 
     Подстановка найденных ранее решений в формулы (13) дают выражения: 
2 2
2 2
2 1 2
2 2
2
5 2 2 2 3 2
2 1 2 1 3
( , , ) { ( ) 2 } ,
( , , ) { { 2 } ( )
16 2 4 } ,
B t
Ayx
B t
x
Ay Ey
Bt
u t x y iC Bt erf i C t C xe e
x
Bt
v t x y i C Bx B t erf i CAt xe
x
i C B t C B t i C B t C x e C e


 


  
   
    
 где 1 , , 1
2
A
A B E     
 
        Учитывая введённые комплексные переменные (6) , находим: 
0 1 1
1 1
22
1 2 3 2 1 2 0 3 2 1 2 0 3 1 2
5 2 2 3 2
2 2 2 2 3 1 0 3 2 2 3 1 1 2
0 2 0 2 3 1 2 1 2
( , , ) { { ( ) } ( ) ( )
2
[cos sin ] 16 4 ( )}
[cos( ) sin( )] [cos( ) sin( )],
A x
A x
A
v x x x e C ix x iA x erf R iR C A x e r ir
i i C A x C A x i C A x C x ix
A x i A x C e A x i A x

 


      
         
   
 
0 1 1
1 2 3 2 2 3 2 1 1 3 2 1 2
2 2 0 2 0 2
( , , ) { ( ) ( )
{cos sin }}{cos( ) sin( )},
A x
u x x x e iC A x erf R iR C x C e r ir
i A x i A x
      
    
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где 
2 2
0 1 3 0 2 3 2 1 3 2 2 3
0 1 2 1 2 1 2
3 3 3 3
1 1 1
; ; ; ; ; ;
2 2 2
A x x A x x A r x A r x
A A A R R
r r r r
    
        
 
2 2 2 2 2 2
1 1 2 1 2 2 1 2 1 3 1 2, ( ) ,r x x x r sgn x x x x r x x         
Выделив мнимые и действительные части в полученных выражениях, 
находим компоненты вектора   и скалярную функцию  : 
0 1
1
1 2 3 1 3 0 2 2 1 0 2 2
2 2 3
2 2 0 2 2 1 0 2 0 2
2 1 0 2 0 2
Re[ ( , , )] { cos { cos( )
sin( )} { ( ) sin( ) cos( )
2
( ) cos( ) sin( ) }}
A x
u x x x e C x A x C r A x
C A x
r A x e erf R iR A x A x
erf R iR A x A x


    
      
  
0 1 11 2
1 2 3 1 1 1 0 3 0 2 2 0 3 1 2 0 2
3 2 5 2
2 2 0 2 1 2 0 2 2 2 3 0 2 2 2 3 0 2
2 22 1 2 2
2 0 2 2 3 0 2 0 2 2 1
Re[ ( , , )] {[ ]cos { cos( )
sin( )} sin 4 sin 16 sin
{ cos cos sin }[ ( ) (
4 4
A x
v x x x e C x C A x A x C A x e r A x
r A x C x A x C A x A x C A x A x
A x A x
C A x A x A x A x erf R iR erf

 

      
      
    
1 1
2 1
2 22 2 2 2
1 0 2 2 2 3 0 2 2 0 2 2 1
2 1 3 1 2
)]
{ sin sin cos }[ ( )
4 4
( )]}} cosA x
R iR
C A A C
x A x C A x A x x A x erf R iR
erf R iR C e A x
 


 
    
  
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0 1
1
2 3 2
1 2 3 1 2 0 2 2 2 3 0 2
5 2
2 2 3 0 2 2 0 2 2 0 2 1 2 0 2
2 2 2 2 2
1 1 0 2 1 0 3 0 2 2 2 3 1 0 2
2 1 2 1
Im[ ( , , )] { cos 4 cos
16 cos { cos( ) sin( )}
sin sin( ) { }cos( )
4
{ ( ) ( )
A x
v x x x e C x A x C A x A x
C A x A x C A te r A x r A x
A C
C x A x C A x A x C A x x A x
erf R iR erf R iR
 




   
       
    
   
1 1
2 2
2 1 2 1 2 2 3 0 2
2 2 2 2
0 2 0 2 2 1 2 1 1 2 2 1
3 1 2
} { ( ) ( )}[ sin
cos ] sin( )[( ) ( ) ( ) ( )]}}
4 4
sinA x
erf R iR erf R iR C A x A x
A x A C
A x A x x x erf R iR x x erf R iR
C e A x



    
       

0 1 13
1 2 3 1 3 0 2 2 2 2 0 2
2 2 3
1 2 0 2 2 1 0 2 0 2
2 1 0 2 0 2
Im[ ( , , )] { sin { cos( )
sin( )} [ ( )[sin( ) cos( )]
2
( )[cos sin ]]}
A x
u x x x e C x A x C e r A x
C A x
r A x erf R iR A x A x
erf R iR A x A x


      
      
  
 
Подстановка   и   в формулу (4) при 3n   позволяет получить 
вектор перемещений для уравнений Ламе (1)  
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2.2. Второе решение разрешающей системы 
 
Переходя к построению решений уравнений (10) и (11), выпишем 
найденные ранее выражения: 
2
2
1
1 2
( , ) (1, ) ( ) ln( )
2 4 2
C
Ei erf C
  
   
  
    
 
2 4 2 2
4
2
3
2
2 3
2 2
1 2 2
3 2
2 3
( , ) [ ] (1, ) [1
4 4 4 122
2
] ( ) ( ln( ) )
3 2
1
{ [ ] [4 ]
3 2
[8 ]}exp( )
3 4
C Ei
C erf
C C C
C C
     
      


    

  
     
 
 


      
   
       
   
          
Подстановка найденных ранее решений в формулы (13) дают выражения: 
2
2
1
1 2
( , , ) ( (1, ) ( ) ln )
2 4 2
yt C tu t x y Ei erf t y C e
x x
  

     
 
2 4 ( 3) 2
( 1)
2
2
( 1) 4 ( 3) 3 ( 2)
2
2 3
( 3) 2
1 2
3 3
2 (
2 2
( , , ) [ ] (1, )
4 4 42
2
[ ] ( )
12 3 2
( ln( ) ) { [
3 2
] [4 8 ]
3 3 3
y
y y
y y y y
y y y
t e t t t
v t x y C e e Ei
xx
t
e xe t e C t e erf
x
x x x t
ty t t t C t t e e e C x t
t t
x x x
t C t C e

 
   
  
   
 
  

    
 


  

   
    
         
  
2
2) ( 1)4
3}
t
y yxe C e

 

 
 
Выделив мнимые и действительные части в выше представленных 
выражениях, находим компоненты вектора   и скалярную функцию  : 
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1
1
2 3 1 2
1 2 3 2 3
31
2 3 1 2
1 1 0 2 2 0 2
31
1 2
Re[ ( , , )] ( cos( ) Re[ ( )] ln
2 2
1 1 2
)cos ( sin( ) Im{ ( )})sin
2 2 2
R z
R z
e C x r ir
u x x x R z dz erf x
z r
e C x r ir
x C A x R z dz i erf A x
z r
 


 

 
 

     

   


1
1
3 2 3 1 2
1 2 3 2
31
02 2 3 1 2
1 1 2 2
31
01
3 1 2 1 2
1 2
Im[ ( , , )] ( sin( ) Im{ ( )}
2 2
1 2
) ( , ) ( cos( ) Re{ ( )}
2 2 2
ln ) ( , )
2
R z
R z
e C x r ir
u x x x R z dz erf
z r
x e C x r ir
P x x R z dz erf
z r
x
x C P x x
 


 

 
 

    

     
   

  
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2 2 4 3 0 10 3 1 3
1 2 3 2 0 3 1 1 2 1 1 2 1 1 2
3
1 02 3 0 3
2 1 2 1 1 2 2 1 2
3 1
2 4 3 1 10 3 2 0 3 1
2 0 3 2 1 2 1 1 2 2 1 2
3 3
Re[ ( , , )] [ ( ; ) ( ; ) ( ; )
2 2
1
( ; )] ( ; ) [ ( ; )
2 2
1
( ; ) ( ; ) ( ; )]
A x r x
v x x x C A x P x x P x x P x x
r
r x A x
P x x R z R z dz P x x
r z
A x r A x r
C A x P x x P x x P x x
r r z




       
      
      

2 1 2
1
2 4
1 0 0 31 2 3
1 1 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2
3 2 1 03 1 2 1
2 3 1 1 2 2 1 2 2 1 2
3
2 4 3
0 32 3 2 3
1 1 2 2 1 2
( ; )
[ ( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; )
2 2 12
2
( ; )]Re{ ( )} [ ( ; ) ( ; )
3 2 2
2
( ; ) ( ; )
2 12 3
R z R z dz
r r x
P x x P x x P x x P x x
x r ir r
C x P x x erf i P x x P x x
r
r x C x
P x x P x x P

 

  
 

 
        

      
    

2 3 1 2
2 1 2
3
0 03 1 3
1 3 3 3 1 3 3 1 1 2 2 2 1 2
3 3
2 3 2
0 0 31 2 3 2 3 3
1 1 2 2 1 2 2 1 2 2 2 1 2 2 1
3 3
3
1
( ; )]Im{ ( )}
2
1
( ln ) ( ; ) ( ) ( ; )
2 2 2 2
{ ( ; ) ( ; ) ( ; )[ ( )]
2 2 12 2 12
(
x r ir
x x erf
r
x x x
x x x x C x x P x x x P x x
x x
x x x C x x
P x x P x x P x x r x r x r x
x x
P x

 
  
  

 
           
         
 
2 3 2 2
3 2 3 3 2 3 2
1 2 1 1 1 1 2 2 1 1 1 2 2
2 2
2 2 2 02 3 1 3 2
1 1 2 2 2 3 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2
3 3
2
0 0 31 2
2 1 2 1 1 2 1 1 2
3 3
2 2
; )[ ( )] [ ( )]
12 2 12 3 3
2 2
( ; ) [ ( )] ( ; )} ( ; )
3 3
{ ( ; ) ( ; ) ( ; )[
2 2
x C x x C x C
x r x r x r x r r x r x
C x x x x
P x x r C x r x r x P x x P
r r
x x
P x x P x x P x x
x x
   


      
       
     
3 2
3 2 3
2 2
2 3 2
33 3 2 3 3
1 2 2 1 2 1 2 1 1 1 1 2 2
2
22 3 2
1 1 1 2 2 2 1 2
2 2
2 2 0 12 3 1 3 2
2 2 3 1 2 2 1 1 1 2 2 3 12 2
3 3
12 2
( )] ( ; )[ ( )]
12 12 2 12
2 2
[ ( )] ( ; )
3 3
2 2
[ ( )] ( ; )} ( ; ) (
3 3
x C x
r x
x x C x x
r x r x P x x r x r x r x
C x C
r x r x r P x x
C x x x x
r C x x r x r P x x P C P
r r

   


 
       
    
       1 2; )x x
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2 4
1 3 0 12 3 3 3
1 2 3 1 1 2 1 1 2 1 1 1 2
3
2 4
1 3 03 3
2 2 1 2 2 1 2 2 2 1 2 2 1 2
1
1 13 1 3 2
2 1 2 1 1 2 1 1
3 3
Im[ ( , , )] [ ( ; ) ( ; ) ( ( ; )
4 4 2
1
( ; ))] ( ; ) [ ( ; ) ( ; )
4 4
1
( ; ) ( ; )] (
2 2
C x x x
v x x x P x x P x x rP x x
r
x x
r P x x R z R z dz C P x x P x x
z
x r x r
P x x P x x R z
r r z
  

 
 

       
        
     

1
2 1 1 2
1
2 4 3
0 0 3 23 2 3
1 1 1 2 2 2 1 2 1 1 2 1 1 2
1 0 03 1 2
2 1 2 1 2 1 2 2 1 1 2
3
2 4 3
3 23 2 3
2 1 2 2
; ) [ ( ; )
1 2
( ( ; ) ( ; )) ( ; ) ( ; )]
2 12 3
1
Im{ ( )} [ ( ; ) ( ( ; ) ( ; ))
2 2
2
( ; )
12 3
R z dz P x x
x C x
rP x x r P x x P x x P x x
x r ir
erf P x x rP x x r P x x
r
x C x
P x x P
 
 

 
 

  
        

       
  

3 1 2 3
1 2 1 3 3
3
0 0 01 3
3 1 3 3 2 1 2 2 2 1 1 2 1 1 1 2
3 3 3
2 3 2
0 3 3 2 3 3
2 2 1 2 1 1 2 1 1 1 1 2 2
2
( ; )]Re{ ( )} ( ln
2 2
1 1
) ( ; ) ( ) ( ; ) { ( ( ; )
2 2 2 2
( ; )) ( ; )[ ( )]
12 2 12
2
[
x r ir x
x x erf x x x
r
x x
x C x x P x x x x P x x x P x x
x x x
x C x x
x P x x P x x r x r x r x
C x
 


 
  


    
          
       

2 2 2
2 0 03 2 3 1 3 2 1
1 1 1 2 2 1 1 2 2 2 1 22 2
3 3 3
2 3 2
0 32 3 2 3 3
1 1 2 1 1 2 2 2 2 1 1 2
3
2
3 3 2 3 2
2 1 2 3 1 1 1 1 2 2
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Подстановка   и   в формулу (4) при 3n   позволяет получить вектор 
перемещений для уравнений Ламе (1). 
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2.3. Инвариантное решение для уравнения Трикоми с младшим членом  
 
Подстановка  частных инвариантных  решений (16) и (17) в формулы 
(13) даёт выражения: 
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Выделив мнимые и действительные части в выше представленных 
выражениях, находим компоненты вектора   и скалярную функцию  : 
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Подстановка   и   в формулу (4) при 3n   позволяет получить вектор 
перемещений для уравнений Ламе (1). 
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2.4. Восстановление вектора перемещений для уравнения Трикоми с 
младшим членом 
 
Ранее (п. 2.3) были получены: скалярная функция  , 
характеризующая объёмную деформацию  и компоненты вектора  , 
характеризующие изменение формы упругих элементов для уравнения 
Трикоми с младшим членом. На основе полученных данных и приведённой  в 
работе формулы из монографии Чиркунова Ю.А.  (4)[2], которая для 
двумерного пространства является известной формулой Колосова – 
Мусхелишвили найдём компоненты вектора перемещений. Они имеют 
следующий вид: 
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где 
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Заключение 
 
В работе было проведено построение точных решений для некоторых 
подмоделей разрешающей системы в комплексных переменных, после чего 
сделан переход к действительным переменным и записаны решения системы 
(5) (найдены функции   и  ). После этого была произведена подстановка 
соответствующих выражений   и   в трехмерный аналог формулы 
Колосова-Мусхелишвили, и, в качестве результата, получено решение 
исходных уравнений Ламе (1), обладающее произволом в несколько 
констант. 
Важность найденного аналитического решения заключается в 
возможности использования его при создании и компьютерной реализации 
методов численного моделирования, для проверки правильности численного 
решения. 
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